Cours de Statistique descriptive Besma Amamou

Chapitre 2 : Les caractéristiques de tendance centrale

Objectif général du chapitre :

Comprendre et appliquer les caractéristiques de tendance centrale
l. Le mode

Objectifs spécifiques :

e Saisir la maniere de déterminer le mode.

Durée : 0,45 H.

Contenu :

1) Définition : noté Mo. C'est une valeur de la variable statistique qui a I'effectif ( ou la
fréquence ) le ( ou la ) plus élevé (e). En d’autre terme, Mo est la valeur de la variable la plus
fréquente (ou la plus observée ).

2) Détermination :

a/ Cas d’une variable discréte : Dans ce cas, pour trouver le mode, on cherche sur le tableau
statistique la valeur x; qui correspond a |'effectif ( ou la fréquence ) le ( ou la ) plus élevé (e).

Application a I'exemple 2 :

Nombre de retards N fi=ni/n
0 8 0,16
1 6 0,12
2 22 0,44
3 10 0,2
4 et plus 4 0,08
Total 50 1

Titre : Tableau 1 : La répartition des effectifs et des fréquences des ouvriers selon le nombre
de retards.
Mo = 2 retards.
Interprétation : le nombre de retards le plus observé est égal a 2. La majorité des ouvriers
sont, alors, arrivés en retards 2 fois.
Remarque : on peut déterminer graphiquement le mode, a partir du diagramme en batons.
L’abscisse du baton le plus long correspond a Mo.
b/ Cas d’une variable continue :
D’abord, on doit déterminer la classe modale [ ei.1, e i [ qui contient absolument le mode.

Elle correspond au h i maximum. Ensuite, on déduit Mo a partir de la formule suivante :

1



Cours de Statistique descriptive Besma Amamou

Mo E ei—l(hi_hiﬂ)-l_ei(hi_hi—l)
(hi_hi+l)-l_(hi_hi_l)

Avec hi=fi(ounj)siles classes sont d’amplitude a i égales.

hi=fi¢(ouni®)siles classes sont d’amplitude a i inégales.
Remarque : on peut déterminer le mode dans le cas continu, a partir du graphique
(histogramme) de la maniére suivante :
hi

A

»
>

€i2 ei1 Moei e Variable

Titre: Graphique 1: Histogramme : La détermination du mode a partir du graphique dans le
cas général.

Application a I'exemple 3 :

Salaire horaireenD | hi=f = afi/ai
[0,8-1] 0, 16
[1-1,2[ 0,28
[1,2-1,6] 0,215
[1,6-1,8[ 0,13

Total | = -

Titre: Tableau 2: La distribution des fréquences corrigées des ouvriers selon le salaire horaire.
a =0,2.
La classe modale est [ 1-1,2 [ puisqu’elle correspond au h i maximum ( 0,28 ).

s _ 1(0,28-0,215)+1,2(0,28-0,16)
Dot Mo="528-0,215)+(0,28-0,16)

~1,13°.

Interprétation : La plupart des ouvriers touchent un salaire horaire de 1,13D.
Remarqgue : Une distribution statistique peut étre uni-modale ( possede un seul mode ),
bimodale (deux modes ) ou tri-modale, ...La distribution pluri -modale traduite I’'hétérogénéité

de la population.
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Il. La médiane

Objectifs spécifiques :

e Dénombrer les caractéristiques de la médiane et maitriser son calcul.
Durée : 1,5 H.

Contenu :

1) Définition : ( noté M. ) est une valeur de la variable tel que le nombre des observations de
valeurs inférieur a la médiane sera égal au nombre des observations de valeurs supérieur a
cette méme valeur de la variable ( qui est la médiane ). Alors, la médiane partage la population
totale en deux groupes d’effectifs égaux. Elle est définie par la fréquence ( ou I'effectif )
cumulée :

Meesttelleque:F(Me)=1/20uE(Me)=n/2.

2)  Détermination :

a/ Cas de « n » observations individuelles : Soit X 1, X 2,..., X, .... Xn : rangés par ordre croissant
ou décroissant. On distingue les deux cas suivants :
Q «n»impaire: Cestadireilexisteun L € N telque:n=2(L)+1.
La médiane est, alors, la valeur x+1 : c’est 'observation derang (L+1).
Exemple : on ales valeurs suivantes : 2-3-4—-5-6

X1-X2-X3-X4-Xs5
n=5=2(2)+1,doulL=2. Et puisque Me =x1+1=x3=4.
O «n»paire:Cestadireilexisteun L € X telque:n=2(L).La médiane est, dans ce
cas, « un interval médian » dont les extrémités sont les observations de rang (L) et (L+1) :
[XL-xr+1].
Exemple : on ales valeurs suivantes :0-1-2-5-6 -7

X1-X2-X3-Xg-X5—Xe

n=6=2(L),doulL=3.Lintervalle médian est, alors, [ x3-x4]=[2-5].
Remarque : x| et x(+1 peuvent étre de méme valeur, dans ce cas on aura une valeur de la
médiane.
b/ Cas d’une variable discrete : A partir du tableau, on cherche une valeur x;, tel que :

F(xi)=0,5(ouE(xi)=n/2).0ndistingue deux cas :
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© Il existe sur le tableau statistique une valeur xi tel que F(x; ) =0,5 (ouE(x;)=n/2). Alors,
Me = x; par convention.
©) Il n’existe pas sur le tableau statistique une valeur x; tel que F (xi ) =0,5 (ou E (xi)=n/2).

Alors, par convention, Me=xitel que F(xi)<0,5<F(Xi+1)OUE(Xi)<n/2<E(Xi+1).

Application a I'exemple 2 :

i—1
Nombre de retards fi=ni/n FCT:F(Xi):Zf,-
j=1
0 0,16 0
1 0,12 0,16
2 0,44 0,28
3 0,2 0,72
4 et plus 0,08 0,92
Total 1

Titre : Tableau 3 : Distribution des fréquences cumulées croissantes

des ouvriers selon le nombre de retatrds.

Ona:F(2)=0,28<0,5<F(3)=0,72, d’ou, par convention, Me = 2 retards.
Interprétation : le nombre d’ouvriers ayant un nombre de retards inférieur a 2 est égal au

nombre d’ouvriers ayant un nombre de retards supérieur a 2.

¢/ Cas d’une variable continue :

Dans ce cas, on cherche sur le tableau une valeur « e i », telque F(e)=0,5(ouE(ei)=n/2
). On distingue deux cas :

© Il existe sur le tableau statistique une valeur « e i », telque F(ei)=0,5(ouE(ei)=n/2
). Alors, Mc= e  ( la borne supérieure de I'intervalle qui correspond au FC T=0,5).

©) Il n’existe pas sur le tableau statistique une valeur « e ; », tel que F (e) =0,5 (ou E(e i) =
n/2 ). Alors, on détermine la classe médiane [e i-1, e i[, tel que F(ei-1)<0,5<F(ei)ouE (ei-
1)< n/2 <E(e ).

Me sera calculer, alors par interpolation linéaire, suivant la formule suivante :

Me = (Sl F eei._le:i_éi_1 (0’5_F(Ei—1))
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Application a I'exemple 3 :

i—1
Salaire horaire en D fi FCT:Fxi)=2 f i
j=1
[0,8-1] 0, 16 0,16
[1-1,2] 0, 28 0,44
[1,2-1,6 0,43 0,87
[1,6-1,8] 0,13 1
Total 1

Titre : Tableau4 : Distribution des fréquences cumulées croissantes des
ouvriers selon le salaire horaire.
Ma classe médiane est déterminée de la maniére suivante :
F(1,2)=0,44<0,5<F(1,6)=0,87

1,6-1,2

m(0,5—0,44) = 1,256 D.

D’'ou M. €[1,2—-1,6 [, par la suite, Me = 1,2+

Interprétation : La moitié du personnel touche un salaire horaire inférieur a 1,256 P, 'autre
moitié touche un salaire horaire supérieur a 1,256 °.

Remarque : La médiane peut étre déterminée graphiquement de la maniere suivante : c’est
I’abscisse du point de la courbe cumulative dont I'ordonné est égal a 0,5.

L FCT

Variable

»
»

M e
Titre : Graphique 2 : Courbe cumulative : Détermination de M.
a partir du graphique dans le cas général

lll. La moyenne arithmétique

Objectifs spécifiques :

e Identifier la notion de moyenne arithmétique.
Durée : 1,5 H.

Contenu :

1) Définition : C'est la somme des valeurs observées divisée par le nombre total des

observations.
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2) Détermination : On distingue les trois cas suivants :

a/ Cas de « n » observations individuelles : Soit x 1, X 2, ..., Xi,.... Xn : Rangés par ordre croissant

n
, 22X ,
ou décroissant. | X = 'Zln : c’est la moyenne arithmétique simple.

Exemple d’application : soit les valeurs suivantes : 150, 90, 100, 100, 130.

X = 150+90+1OE?+100+130 - 114,

b/ Cas d’une variable discréte : Soit les modalités x 1, X 2,..., Xj,.... Xk, d’effectifs respectifs n 1,

Kk
N 2,..., Ni,... Nk; avec Zni =n.
i=1

_ P&
X =1L = Z f XX, : c’est la moyenne arithmétique pondérée.
e I

Application a I'exemple 2 :

Nombre de retards N Ni XX i
0 8 0
1 6 6
2 22 44
3 10 30
4 et plus 4 16
Total 50 96

Titre : Tableau 5 : Calcul du nombre de retards moyen par ouvrier.

k
_ _;nix

X 96 1,92 retards.

" 50
Interprétation : Le nombre moyen de retards par ouvrier est de 1,92.

¢/ Cas d’une variable continue :

Soit les classes [ei.1, ei[, aveci=1, 2, ..., k ; Et d’effectifs respectifs:n1,n 2, .., ni,.nk,

Kk
k _2ne
. — ’ A0 . _ . v . 7,
avec : ;ni =n,dou, [X = e Z f iCi : C'est la moyenne arithmétique
pondérée.
_6ate e e
Avecc;= 5 :C'est le centre de laclassei:[ei1, eil.
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Application a I'exemple 3 :

Salaire horaire en D fi Ci fixci
[0,8—-1] 0,16 0,9 0,144
[1-1,2] 0,28 1,1 0,308

[1,2-1,6] 0,43 1,4 0,602
[1,6-1,8] 0,13 1,7 0,221
Total 1 1,275

Titre: Tableau 6: Le salaire horaire moyen par ouvrier.
_ Kk
- - D
X = ;fici_1’275 .
Interprétation : Le salaire horaire moyen par ouvrier est de 1,275P°.
3) Propriétés : on va citer deux propriétés de la moyenne arithmétique : celle de la linéarité
et celle de I'union.

+¢ La propriété de I'union : on a deux populations P et P, d’effectifs respectifs ni et n,, de

moyennes arithmétiques respectives Xiet X, Alors, la population totale P = P1U P>,

Y= n1X1 + n2X2 -
n n

d’effectif total n = n1 + n,, et a pour moyenne arithmétique :

f 1><Y1+ f 272

Cette propriété peut étre généraliser pour l'union de k population, et on applique le méme
principe.

+¢ La propriété de la linéarité : soit X et X’ deux variables statistiques telles que :

—/
xi=aXxXi+xop,alors, [X=a X +xg.

Intérét pratique de cette propriété :

J Elle facilite le calcul de la moyenne comme dans le cas ou, par exemple, on calcul la moyenne
d’une série de salaires, puis, aprés une augmentation ( + 5% ) de ses derniers, on appliquerait
directement cette propriété afin de trouver la nouvelle moyenne.

2 Elle facilite le calcul de la moyenne comme dans le cas de changement de variable
(changement d’échelle « a » ou d’origine « xgo »).

Calcul de la moyenne par changement de variable : se fait en trois temps :

e 1% étape : effectuer un changement de variable revient a remplacer la variable initiale

. . g . Y Y _/ .
X par une autre variable X’ dite « auxiliaire », de maniéere a rendre le calcul de X plus simple

que celui def, et telles que :
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Va D Va C
X,i - Xi_Xo C'i - Ci_Co
a a
Avec : Xo X1+Xk , si Xoest une modalité de la Avec:co= CitCe C" , si coest une valeur

variable ; Slnon, on prend la modalité la plus proche || centrale de la dlstrlbution ; sinon, on

de xo. prend la modalité la plus prochedeco.
On peut aussi prendre x o, directement, le mode. On peut aussi prendre c o,
Et, a = la plus grande valeur des ( xi—Xo ).

Et, a = la plus petite amplitude.

. <! - .
. 2°me étape : calculer X de la maniére suivante :

Zn.c/ :

directement, le centre de la classe modale.

] Zn.x

-3t

Zf

° 3éme étape : utiliser la linéarité pour déduire X de X , de la maniére suivante :

Puisque : X'i =

—/
xi=ax’;+xo<:>X=a X +Xo.

XXo

, alors,

Exemple d’application :

Puisque : ¢

_Ci=C,
a

, alors,

— —
ci=zaci+co<= X=a X +co.

J'ai pris ces données fictives ( x i et ni) trés grands, expres pour montrer |'utilité de la méthode

de changement de variable.

Xo = 5

Xt Xe _

8854925 _

5 = 905 : Cette valeur n’est pas I'une des modalités de X, on choisit,

alors la modalité la plus proche de 905 qui est 915. Cette valeur coincide avec celle du mode

de cette distribution.

a=10:Leplusgrand (xi-xo).

Xi ni Xi-X0=Xi-915| x; Xi1§15 nix X' i
885 124 -30 -3 -372
915 183 0 0 0
925 93 10 1 93

Total 400 -279

Titre : Tableau 7 : Calcul de la moyenne par changement de variable.

On remarque, alors, qu’il y’a une grande différence entre les valeurs initiales x ; et celles
auxiliaires x’ i. Ces derniéres sont plus petites ( en valeur absolue ) et rendent le calcul de la

moyenne plus simple.
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Ainsi, on a suivi les trois étapes du changement de variable :

, —915
o 1°¢étape:x i= XIlO .
>nix’
. — 4 I —
o 2°Meétape : X/= L s = 420709 =-0,697.

. v v A
e 3°Me étape : Déduire X de X , puisque : X’j = ,alors, xi=a x'i+ Xo

Xi—Xo
a

< X=a X +xo0 =10 x(-0,697) + 915 = 908,025.

IV. La relation entre mode, médiane et moyenne arithmétique

Objectifs spécifiques :

e Discerner la relation qui peut exister entre les trois parameétres précédents.

Durée : 0,45 H.

Contenu :

Pour les distributions unies-modales, il peut exister I'une des trois relations observées entre
Mo, Me et X .

0 Distribution symétrique : si Mo= M. =X . Fi
Cette situation peut étre schématisée comme suit :

Titre : Graphique 3 : Distribution symétrique.

v

O Distribution asymétrique positive : A
Si Mo <Me< X : étalement a droite.
Titre : Graphique 4 : Distribution asymétrique

a gauche.

v

0 Distribution asymétrique négative :
SiMo >Me> X : étalement a gauche.
Titre : Graphique 5 : Distribution asymétrique

a droite.

v
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V. Les autres types de moyennes
Objectifs spécifiques :

e Maitriser deux autres types de moyennes.
Durée : 1,5 H.

Contenu :

1) Moyenne géométrique :

a/ Définition : est notée G, elle se définit, selon le cas, de la maniére suivante :

® Cas de "n" observations individuelles : x 1, X 2, ..., Xi,..., X n.

1
G= (l:l[X‘J =r{/;1><xzx...><xn.

® Cas de variable discréte : avecnjet xjallant de 1 a k.
1

: i " N 2 K
G=(Hxinj =H\/Z szn x...xxkn.

® Cas de variable continue : avecnijet cjallantde 1 a k.

1
) 1
_ n" _ M n n
G= (Hci ) =8C, *C, 2><...><Ck k.
i=
b/ Propriétés : la moyenne géométrique présente deux propriétés :

= Soient X, Y et Z trois variables statistiques tel que : zi= xi xyi, quelque soit i ; alors,

G(Z)=G(XxY)=G(X)xG(Y).

= Soient X, Y et Z trois variables statistiques tel que : zFL, quelque soit i ; alors,
i
_ X . GX
G(2)=6 ()= g
Remarque :

La moyenne géométrique est utilisée, surtout, en économie afin de calculer des variables

sous forme de taux (par exemple taux de croissance, taux de chGmage).

2) Moyenne harmonique :

a/ Définition : est notée H et définie, suivant le cas, comme suit :

® Cas de « n » observations individuelles : X 1, X 2, ..., Xi,e.., Xn .

n
i;

i Xi

10
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® Cas de variable discréte : avec njet x;allantde 1 a k.
H=—0

Snf

® Cas de variable continue : avec n et x;allantde 1 a k.

H=—0
k
1
zn(cj
Remarque 1:

La moyenne harmonique est utilisée, surtout, quand la variable en question se présente sous

la forme d’un rapport entre deux grandeurs (vitesse en km par h).

Remarque 2 : On vérifie, toujours, la relation suivante entre les trois moyennes : H < G< X ..

11



